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Lecon 161 : Isométries d’un espace
affine euclidien de dimension finie.
Applications en dimension 2 et 3

U@<m_o_wvm5mam -

Simplicité de SO(3), isométries du tétracdre et du cube -

Bibliographie :

Mercier Cours de Géométrie (M), Fondamentaux de géométrie pour les
concours, H2G2

Plan

(On suppose connu les premiéres généralités sur QAMY les isométries vec-

—

torielles) Soit £ un espace cuclidien. Soit £ un espace afline euclidien de

dimension n et de direction M\N

Définition 1 (M p. 139). O(E)

1 Premier pas avec les isométries affines

1.1 Définitions

Définition 2 (Mer p. 247). On appelle isométrie de E toute application f de
E dans E qui conserve les distances, c’est a dire telle que f(M)f(N)= MN

pour tous points M et N de E. On note /s(E) ensemble des isométries affines
de F. ]

Exemple 3 (Mer p.247). Les translations

Théoréme 4 (Mer p.247). Une application est une isomélrie ssi elle est affine
de partie linéaire une application orthogonale.

Exemple 5 (Mer p.247). Symétrie orthogonale affine
—

Remarque 6 (Mer p.248). D’aprés ce théoréme, tout isométriec de F est bi-
jective. I's(E) est un sous-groupe du groupe affine (GA(E),o) (groupe des

applications affines bijectives de F dans F)

Définition 7 (Mer p.248). Groupe des déplacements s () et ensemble des
antidéplacements.

Proposition 8 (Mer p.248). Isomorphisme de groupes entre Iso(F), les iso-
métries laissant stable le point O et QAMJ

Ainsi la structure de Isp(FE) est identique a celle du groupe DANV Dans le

cas général, on se rameéne par translation au cas ot f posséde au moins un
point invariant

Proposition 9 (Mer p.248). Soit O un point de E, toute isométrie f s’écril
de fagon unique [ =t3 0 g ou g € Iso(E) et t— est une translation.

1.2 Théorémes fondamentaux

Amélioration de la prop précédente :

Théoréme 10 (Mer p.249). [Forme canonique d’une isométrie] Toute iso-
mélrie affine s’écrit de fagon unique f =t3 09 =goty, ot ‘0 € InuL(f)
et ot g est une isométrie qui posséde aw moins un point fixe.

Corollaire 11 (Mer p.250). L’ens des points ot Uappli....
inférieure

atteint sa borne

Application 12 (Mer p.250). Caractérisation des translations
Corollaire 13 (Mer p.251). Le centre de NANV est réduit a {Id}.

Théoréme 14 (Mer p. 254). Unique isomélrie transformant un repére affine
en une (n+ 1) liste de points.

Application 15 (Mer p. 256). Triangles isométriques

2 Etude de O(E)

(Pour abaisser la dimension de I'espace dans certains raisonnements. Cela
servira en particulier & expliciter toutes les applications orthogonales d’un
espace de dim quelconque : )

Proposition 16 (M p. 140). Soit F un sev de E. Si F est invariant par

u € O(E), F+ Uest aussi.
+ recollement d’applications orthogonales.

2.1 Réduction

Théoréme 17 (M p. 150). Réduction d’un endomorphisme orthogonal




2.2 Générateurs
Définition 18 (M p.128+ 141).
Théoréme 19 (M p.144).

réflexion, retournement

O(E) engendré par au plus n réflexions.
Corollaire 20 (M p.261).
Théoréme 21 (M p.144).

NAMJ au plus n + 1 réflexions
SO(E) engendré par au plus n retournements.

Corollaire 22 (M p.261). N.ﬁrmwv au plus n + 1 retournements
Application 23 (FGN Al 3). Simplicité de SO(3)

2.3 Propriétés topologiques

Voir H2G2 En choisissant une bon de F on peut identifier OANV a O,(R)
Proposition 24. On(R) est compact
Proposition 25 (H2G2 p. 202). Décomposition polaire
Corollaire 26 (H2G2 p. 205). Mazimalité de O,,
Application 27. Points extrémanx

3 Classification des isométries du plan et de
Pespace

3.1 Dimension 2 : plan
Réécriture pour la dimension 2 de ce qu’on a vu dans le cas général :

Théoréme 28 (M p. 142). Ecriture matricielle des applications orthogonales
de taille 2

Corollaire 29 (M p-143). Tableau : Classification de O(2) en fonction de la
dimension de lespace des vecteurs invariants

“+mettre les définitions (réflexion glissée) [Mer p.252] +tableau du petit
mercier+ donner des exemples numériques

3.2 Dimension 3 : espace
Réécriture pour la dimension 3 de ce quon a vu dans le cas général :

Théoréme 30 (M p. 146). Ecriture matricielle des applications orthogonales
de taille 8

Corollaire 31 (M p.148). Tableau : Classification de O(3) en fonction de la
dimension de l’espace des vecteurs invariants

-+ mettre les définitions (vissage, symétrie rotation, etc)

[Mer p.252] +ta-
bleau du petit mercier+ donner des exemples numériques

4 Isométries conservant une partie

Si P est une partie de E, on note Is(P) les isométries affines de E qui
laissent P globalement, invariante.

Proposition 32 (Mer p. 267). Is(P)
groupe. Bijection I's~(P) = sIst(P)

est un groupe, Ist(P) en est un sous

(Ainsi, il suffit de trouver ensemble Is™(P) et un seul antidéplacement
(s"il existe) conservant P pour déterminer enti¢rement le groupe 7s(P).)

Théoréme 33 (Mer p. 268). Toute isométrie laissant une partie finie P =

{Ao, -+, An_1} globalement invariante laisse fize Uisobarycentre O des points
\:f ol q\r~|u .

(Lorsque P est fini on ne recherche donc que les isométries qui fixent I’iso-
barycentre de P) Ces deux théorémes permettent de déterminer les groupes
d’isométries laissant stable une partie.

4.1 Conservant un polygone régulier
Théoréme 34 (Mer p. 276). Equivalence inscrit dans un cercle et rotation
Définition 35 (Mer p. 276). Polygone régulier, convexe

Théoréme 36 (Mer p. 278). Temiryg
Théoréme 37 (Mer p. 278). Réflexions et donnée de fss ()
Définition 38 (Mer p. 280). groupe diédral d’indice n
Théoréme 39 (Mer p. 280). groupe fini d’ordre 2n et générateurs

Exemple 40 (Mer p.281). Triangle équilatéral

4.2 En dim 3 : Cube et tétraédre
Groupe du cube [Mer p. 287| Groupe du tétrasdre [Mer p. 291]




