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Equation cinétique homogéne en temps

Soit (Bt)¢>0 un mouvement Brownien indépendant de deux v.a.
(Xo, Vo). On considére le systéme:

V= Vot Bi— 2 [TF(V)ds

L 2k ¢
&:%+Aw@,

~—

ou g > 0.



Equation cinétique homogéne en temps

Soit (Bt)¢>0 un mouvement Brownien indépendant de deux v.a.
(Xo, Vo). On considére le systéme:

B
Vi=W+B— = V.)d
t = Vo+ bt 5 Jo (s)S a1

t
X, :Xo+/0 V. ds,

~—

ou g > 0.
Le potentiel F est de la forme

ot ¥ € C?(R, (0, +00)) est une fonction paire t.q.

lim |v|d(v) =

|v|—o0
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Equation cinétique non-homogéne en temps

Soient 5 > 0 et (V4, X¢)r>0 une solution. Alors, lorsque € tend
vers 0,

i) Si B> 5, (VeXi/e)r=0 (U,BBt)t>0

f.d
=
11) Slﬁ:S7 < lloge t/e) U5Bt)t20-

iii) Si B e (1,5), (fxt/e)po L4 (05550, ot
a=(8+1)/3.

iv) Si B =1, (|eloge[*? Xy )0 = (015> e0.

v) Si g€ (0,1),

c - toa-
(\/Evt/ae?’/zxt/e) = (UEI /3)"/0 Us(1 A) dS)

t>0
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(St(a))tzo: processus symeétrique stable de paramétre a € (0, 2)
t.q. E [exp(/u5§a>)} = exp(—t|ul®).

(Ut(é))tzoz processus symétrique de Bessel de dimension

5 €(0,1).
Et
2 — 8¢ /+001975( ) /+oo 196( ' 2d i
4C5
O'g = 77’
31_2a2a_1Cﬁ7T
03 r(a)2 Sin(ﬂ'a/Q)’ avec « (,8 + )/ ,81 B € ( , )7
23 22/3375/67
01

- T(2/3)
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Equation cinétique non-homog en temps

Il suffit de démontrer le théoréme pour Xg = Vo = 0 p.s.
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Equation cinétique non-homog en temps

Il suffit de démontrer le théoréme pour Xg = Vo = 0 p.s.

Démonstration:
ETAPE 1: Trouver une solution commencant en (0, 0).
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Equation cinétique non-hom ne en temps

Il suffit de démontrer le théoréme pour Xg = Vo = 0 p.s.

Démonstration:

ETAPE 1: Trouver une solution commencant en (0, 0).
—|nf{t>0 Vi =0} < 400 p.s.

(Vt, Xt)t>0 (Vigt — Vo, Xogr — XT)tZO, indépendant de 7
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Equation cinétique non-hom

Il suffit de démontrer le théoréme pour Xg = Vo = 0 p.s.

Démonstration:

ETAPE 1: Trouver une solution commencant en (0, 0).
=inf{t >0, V; = 0} < 400 p.s.

(Vt, Xt)t>0 =(Vigt — Vo, Xogt — XT)tZO, indépendant de 7

Donc,
(47%e) oo = (7)o



Equation cinétique homo

Equation cinétique non-hor

ETAPE 2: Pour tout t > 0, ve(ﬁ) Xije — Xt/e *so.
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ETAPE 2: Pour tout t > 0, Ve(ﬁ) ‘Xt/e - Xt/e — 0.
’Xt/e - )%t/e < D' + Dt27€7
ot DI = |xo\+/ Vel ds et D =1, >T}// | ds.
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Equation cinétique non-hor

M.q. v Dz’6 LN 0, lorsque € — 0.

2. t/e
D =1y >T}//E |Vl as

I\

E [0} F| =
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M.q. V('G)Dz’6 LN 0, lorsque € — 0.

2 t/e
DY =1 >T}//E |Vl as

I\

t/e
2.€ ~
E VD2 |F | = v 1esy N TE[vu}du
t/e
<’ )1{:>T}C/t/ (T dy

< (Lpespyer)(e+ ) /DB 1/(5H),
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M.q. V('G)Dz’6 LN 0, lorsque € — 0.

2 t/e
DY =1 >T}//E |Vl as

I\

t/e
2.€ ~
E VD2 |F | = v 1esy N TE[vu}du
t/e
<’ )1{:>T}C/t/ (T dy

< (Lpespyer)(e+ ) /DB 1/(5H),

ETAPE 3: Conclusion: (ve(f’)xt/e)t20 % (Xt(ﬁ))tzo-
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Equation cinétique non-hom en temps

Démonstration du théoréeme: M.q. (\/EXt/E)tZO Ld, (08Bt)e>0
Xo=VW=0
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Démonstration du théoreme: M.q. (v/eX¢/e)r>0 L4, (08Bt)e>0
Xo=VW=0
(Vi)t>0 est récurrent positif, de probabilité invariante

ua(dv) = ca(9(v))° dv,

avec cﬁ = fR 93 (v)dv < +oo.
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Démonstration du théoreme: M.q. (v/eX¢/e)r>0 L4, (08Bt)e>0
Xo=VW=0
(Vi)t>0 est récurrent positif, de probabilité invariante

(dv) = c5(9(v)° v,
avec cﬁ_1 = [ 9P(v)dv < 4oo.
v +oo
g:vi 2/0 ﬂ_ﬁ(x)/ w98 (u) dudx est impaire et satisfait

g"(v) = BF(v)g'(v) = —2v.
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Equation cinétique non-hor en temps
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M.q.

c 1— toa-
(VeVe/er €2 Xy/0) = (US 2| e ds)
>0

ETAPE 1: Il suffit de m.q. (v€Vi/c)e>o0 = (Ugl_ﬁ))tzg
pour Vy = 0.
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M.q.

c 1— toa-
(VeVe/er €2 Xy/0) = (US 2| e ds)
>0

ETAPE 1: Il suffit de m.q. (v€Vi/c)e>o0 = (Ugl_ﬁ))tzg
pour Vy = 0.

1-p

v/ ETAPE 1A: Il suffit de m.q. (v/eVy/c)e>0 £ (U§ ))tzo.
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M.q.

c 1— toa-
(VeVe/er €2 Xy/0) = (US 2| e ds)
>0

ETAPE 1: Il suffit de m.q. (v€Vi/c)e>o0 = (Ugl_ﬁ))tzg
pour Vy = 0.

v/ ETAPE 1A: Il suffit de m.q. (v/eVy/c)e>0 £ (Uﬁl‘ﬂ))tzo.
V' ETAPE 1B: Pour tout T > O

- esup ‘Vt/e— V.| 20
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Equation cinétique non-hom en temps

ETAPE 2: M.q. (vV€Vi/e)e>o0 =N (Uﬁl‘ﬁ))tzo, quand
Vo = 0.
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Equation cinétique non-hor en temps

ETAPE 2: M.q. (vV€Vi/e)e>o0 =N (Uﬁl‘ﬁ))tzo, quand
Vo = 0.

§=1-7
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Equation cinétique non-hor en temps

ETAPE 2: M.q. (vV€Vi/e)e>o0 =N (Uﬁl‘ﬁ))tzo, quand
Vo = 0.

5:175’\"9/41'
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Equation cinétique non-hor en temps

ETAPE 2: M.q. (vV€Vi/e)e>o0 =N (Uﬁl‘ﬁ))tzo, quand
Vo = 0.

5:175’\"9/41"\”97_}
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. L 1—
ETAPE 2: M.q. (\/Evt/e)tzo = (UE ﬁ))tzo, quand
Vo = 0.

d=1—0~ At > T~ Uglfﬁ) — Sgn(Wﬂ) ‘W7__t|1/(275)

(Donati-Roynette-Vallois-Yor)
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. L 1—
ETAPE 2: M.q. (\/Evt/e)tzo = (UE ﬁ))tzo, quand
Vo = 0.

§=1— B~ Ap~> Tt~ Ugliﬁ) = sgn(W5,) \Wﬂ|1/(275)
(Donati-Roynette-Vallois-Yor)

B+1

a, =€ 2
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. L 1—
ETAPE 2: M.q. (\/Evt/e)tzo = (UE ﬁ))t207 quand
Vo = 0.

§=1— B~ Ap~> Tt~ Ugliﬁ) = sgn(W5,) \Wﬂ|1/(275)
(Donati-Roynette-Vallois-Yor)

B+1

J— €
ac=¢€ 2 ~ A}
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. L 1—
ETAPE 2: M.q. (\/Evt/e)tzo = (UE ﬁ))t207 quand
Vo = 0.

§=1— B~ Ap~> Tt~ Ugliﬁ) = sgn(W5,) \Wﬂ|1/(275)
(Donati-Roynette-Vallois-Yor)

B+1

— € €
ac=¢€ 2 ~ AL~ T
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. L 1—
ETAPE 2: M.q. (\/Evt/e)tzo = (UE ﬁ))t207 quand
Vo = 0.

d=1—0~ At > T~ Uglfﬁ) — Sgn(Wﬂ) ‘W7__t|1/(275)

(Donati-Roynette-Vallois-Yor)

B+1 W €
a=¢€ 2 «»—)Aiv—)ﬂfv—) \/t6 — h_1 (Tt>
de
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. L 1—
ETAPE 2: M.q. (\/Evt/e)tzo = (UE ﬁ))t207 quand
Vo = 0.

d=1—0~ At > T~ Uglfﬁ) — Sgn(Wﬂ) ‘W7__t|1/(275)

(Donati-Roynette-Vallois-Yor)

B+1 W €
a=¢€ 2 «»—)Aiv—)ﬂfv—) \/t6 — h_1 (Tt>
de

Or, (VeV§)ezo = (VeVeso)izo-
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. L 1—
ETAPE 2: M.q. (\/Evt/e)tzo = (UE ﬁ))t207 quand
Vo = 0.

§=1— B~ Ap~> Tt~ Ugliﬁ) = sgn(W5,) \Wﬂ|1/(275)
(Donati-Roynette-Vallois-Yor)

B+1 W €
a=¢€ 2 «»—)Aiv—)ﬂfv—) \/t6 ;:h_l <7t>
de

Or, (VeV§)ezo = (VeVeso)izo-

Donc, il suffit de m.q. (veV{)>o0 N (Ugl_ﬂ))tzo,

ou encore, pour tout T >0, sup |veVy — Uglfﬂ)‘ LN 0, quand
[0.7]
e — 0.



Equation cinétique homo

Equation cinétique non-hor

f.d
M.q. (VeXt/e)e>0 == (Uﬁ5§a))t20.
On se raméne & Xg = Vo =0 p.s.
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f.d o
M.q. (VeXt/e)e>0 == (055) 0.
On se raméne a4 Xg = Vo =0 p.s.

-t
K! ;:/ sgn(Ws) |WelY* 2 1y, 15 ds — K p.s.
0 n—0
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f.d o
M.q. (VeXt/e)e>0 == (055) 0.
On se raméne a4 Xg = Vo =0 p.s.

t
n._ 1/a=2 :
K= [ sen(We) IWal' /"2 Lo ds — K pis.
St(a) = Ugl(ﬁ + 1)1/0‘_2c/§/aKﬂ est un processus symétrique

a-stable, ou (7¢) est I'inverse du temps local en 0 de (W;)>0
(Biane-Yor).
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f.d o
M.q. (VeXt/e)e>0 == (055) 0.
On se raméne a4 Xg = Vo =0 p.s.

t
n._ 1/a=2 :
K= [ sen(We) IWal' /"2 Lo ds — K pis.
St(a) = Ugl(ﬁ + 1)1/0‘_2c/§/aKﬂ est un processus symétrique

a-stable, ou (7¢) est I'inverse du temps local en 0 de (W;)>0
(Biane-Yor).

de
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f.d o
M.q. (VeXt/e)e>0 == (055) 0.
On se raméne a4 Xg = Vo =0 p.s.

t
n._ 1/a=2 :
K= [ sen(We) IWal' /"2 Lo ds — K pis.
St(a) = Ugl(ﬁ + 1)1/0‘_2c/§/aKﬂ est un processus symétrique

a-stable, ou (7¢) est I'inverse du temps local en 0 de (W;)>0
(Biane-Yor).

ac ~ Ag
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f.d o
M.q. (VeXt/e)e>0 == (055) 0.
On se raméne a4 Xg = Vo =0 p.s.

t
n._ 1/a=2 :
K= [ sen(We) IWal' /"2 Lo ds — K pis.
St(a) = Ugl(ﬁ + 1)1/0‘_2c/§/aKﬂ est un processus symétrique

a-stable, ou (7¢) est I'inverse du temps local en 0 de (W;)>0
(Biane-Yor).

ac ~» Af v Ty
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f.d o
M.q. (VeXt/e)e>0 == (055) 0.
On se raméne a4 Xg = Vo =0 p.s.

t
n._ 1/a=2 :
K= [ sen(We) IWal' /"2 Lo ds — K pis.
St(a) = Ugl(ﬁ + 1)1/0‘_2c/§/aKﬂ est un processus symétrique

a-stable, ou (7¢) est I'inverse du temps local en 0 de (W;)>0
(Biane-Yor).

1 [t W,
aGWA§WTtEWH§::a2/O ¢<as>ds
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f.d
M.q. (VeXt/e)e>0 == (055) 0.
On se raméne a4 Xg = Vo =0 p.s.
t
KI = / sgn(Ws) |WelY* 2 1y, 15 ds — K p.s.
0 = n—0
St(a) =0 (B + 1)1/0‘_2c/§/aKﬂ est un processus symétrique
a-stable, ou (7¢) est I'inverse du temps local en 0 de (W;)>0
(Biane-Yor).

fwAﬁthwHe—/ ( )ds Xf:—Hf.t



Equation cinétique homogéne en temps

f.d o
M.q. (VeXt/e)e>0 == (055) 0.
On se raméne a4 Xg = Vo =0 p.s.

t
K ::/ sgn(Ws) |[Ws|Y/* % 1y, 5, ds — Ko pus.
0 n—0

St(a) = Ugl(ﬁ + 1)1/0‘_2c/§/aKﬂ est un processus symétrique
a-stable, ou (7¢) est I'inverse du temps local en 0 de (W;)>0
(Biane-Yor).

1 [t (W,
aGWA§WTtEWH§::a2/O ¢<as>dSWXf::H%

Or, (X¢/e)t>0 £ (X£) >0
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Soit (Bt)¢>0 un mouvement Brownien indépendant de deux v.a.
(Xo, Vo). On considére le systéme:

: v,
V, = %+B—ﬁ/§g—ﬂ—Ls7

: (2)
&:&+4%m,

ou a, v, peR.
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Equation cinétique non-homo; en temps

Soit (Bt)¢>0 un mouvement Brownien indépendant de deux v.a.
(Xo, Vo). On considére le systéme:

‘ v,
V, = w+3—5/5g—ﬂ—Ls7

: (2)
m:%+é%¢,

ou a, v, peR.

Pour >0, @ >0, et vy €R t.q. 2y — (a+ 1) > 0. Soit
(V%, Xt) >0 une solution. Alors, lorsque € tend vers 0,

(63/2Xt/6)t21 L (6t3/3)t21’

ot (fBt)e>0 est un mB.
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de temps exponentiel

Changement de temps: ¢e : t — et
Wes
Renormalisation: ®e(w) : s+ s> Pour w € Q.

On définit V(®) := (V) et X(e / V4 ds.
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le temps exponentiel

Changement de temps: ¢ : t — e

Renormalisation: ®e(w) : s+ pour w € .

e
On définit V(®) := (V) et X(e / VL ds. Alors,

Vs(e) /8 ( oz;»l

: “ds, (3)

avi® = py ONIVO

ot (Wy)¢>0 est un mB.
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Equation cinétique non-homogéne en temps

Démonstration du théoréme:
ETAPE 1: Ecrire (X;);>0 comme fonction de (X}e))tzo.
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Démonstration du théoreme:
ETAPE 1: Ecrire (X;);>0 comme fonction de (Xfe))tzo.

t t
X\ = / VI ds = Xeee 32 — X + g / Xeve™34/2 du.
0 0
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Démonstration du théoreme:
ETAPE 1: Ecrire (X;);>0 comme fonction de (Xfe))tzo.

t t
X\ = / VI ds = Xeee 32 — X + g / Xeve™34/2 du.
0 0

t
Posons G : t .—>/0 Xeve 342 dy,
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Démonstration du théoreme:
ETAPE 1: Ecrire (X;);>0 comme fonction de (Xfe))tzo.

t t
X\ = / VI ds = Xeee 32 — X + g / Xeve™34/2 du.
0 0
t
Posons G : t .—>/0 Xeue 342 du,

G'(t) + gG(t) = x'® + X1, G(0) = 0.
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Démonstration du théoreme:
ETAPE 1: Ecrire (X;);>0 comme fonction de (Xfe))tzo.

t t
X\ = / VI ds = Xeee 32 — X + g / Xeve™34/2 du.
0 0
t
Posons G : t .—>/0 Xeue 342 du,

G'(t) + gG(t) = x'® + X1, G(0) = 0.
Solution:

t
G:tw— e_3t/2/ x{®e3/2qs 4 %Xl(l —e73t/2),
0
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Démonstration du théoreme:
ETAPE 1: Ecrire (X;);>0 comme fonction de (Xfe))tzo.

t t
Xftz/‘%ﬂds:Xge&p—X}+;/,&w‘“pdu
0 0
t
Posons G : t .—>/0 Xeue 342 du,

3
Gm+§qn:ﬁ”+m,qm:o
Solution:
t
G:t— e_3t/2/ x{&e3s/2ds + %Xl(l —e73t/2),
0
Ainsi, pour tout t > 0,

t
Xete—3t/2 _ Xt(e) _ 26—31“/2/ Xs(e)e35/2 ds + Xe3t/2,
0
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Démonstration du théoreme:
ETAPE 1: Ecrire (X;);>0 comme fonction de (Xfe))tzo.

t t
X\ = / VI ds = Xeee 32 — X + g / Xeve™34/2 du.
0 0
t
Posons G : t .—>/0 Xeue 342 du,

3
G'(t) + 56(t) = x{®) 1+ X1, G(0)=0o.
Solution:
t
G:t— e_3t/2/ x{&e3s/2ds + %Xl(l —e73t/2),
0
Ainsi, pour tout t > 0,

t
“3t/2¢ _ yle) 3 3¢ (e) 3u/2 —3t/2
Xowjee 212 = X[7) — e f/E/O X2 du + Xpe 3%,
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ETAPE 2: Etude du terme central.

3 3¢/ ‘ (&) 3u/2e 1, _ (&) 1 _3/2 ‘ (e) 3s/2¢
z—ee ; Xu/ee du—Xt/6 —Ee ; Vs/ee ds.
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ETAPE 2: Etude du terme central.

t
_3t/26/ X(e e3u/2¢ 4y — X(72_16—3t/2e/ V(e)e35/26ds.
€ 0

s/e

Donc,

t/e
Xet/6e73t/2e — e3t/26/ / Vs(e)e3s/2 (,15+Xlef3t/26,
J0
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ETAPE 2: Etude du terme central.

3 3¢/ (€) g3u/2¢ () 1 _3t)2 ‘ (e) 3s/2¢
2—6e Xu/ du = X/6 —Ee ; Vs/ee ds.

Donc,
"t/e
Xet/eefSt/2e _ e3t/26/ Vs(e)e35/2 ds + Xye3t/2%.
J0o

Ou encore, pour u > 1,

Nlw

In(u/e)
62Xu/6 =€ / Vs(e)e35/2 ds + e%Xl.
0
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V(€) est un Ornstein Ulhenbeck

t o [
U, = —/0 ge_(t_s)pe(%l_”)s sgn(Vs(e)) (& ds
Histogramme de Histogramme de
63/2Xt/6 ~ e3/2 Xije &
3/2 f(;og(t/f) \“/s(e)eas/z du et 3/2 flog t/e) (V. e + Uy)e 3s/2 qu
superposition avec N(0, t3/3). et superposition avec

N(0,t3/3).
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Formule d’Ito6:

t/e
Vt(/ee)e:“/z6 = Vo(e) + / Vs,(e)e35/2 ds
Jo

«

t/e t/e o
—i—/ e35/2dWS—/ §e3s/2e(%1_7)ssgn(vs(e)) Vs(e) ds.
0 0
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Formule d’Ito6:

V( ) e3t/2¢ _ Vo(e) N /At/( Vs,(e)€3s/2 ds
J0

t/e
t/e t/e
—i—/ e35/2dW5—/ §e35/2e(a7+1_7)ssgn(vs(e))
0 0

D’on,

s(e) ads.

't/(
)((_jt/6 e—3t/2€ _ e—3t/2e(X1 _ \/( )) + V(/) —3t/26/ e3s/2 dW,
J0

o
ds.

t/e
+e—3t/2e/ B 035/2 g% —7)s Sgn(\/(e)) Vs(e)
Jo

2°
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Formule d’Ito6:

t/e
Vt(/g) 3t/2¢ _ Vo(e) +/ Vs(e)e35/2 ds
0

+/t/ 35/2dW / 5 3s/2e(——7) sgn(Vs(e)) Vs(e) @
0

D’on,

ds.

"t/e
)((_jt/6 e—3t/2€ _ e—3t/2e(X1 \/( )) + V(/) —3t/2€/ e3s/2 dW,
J0

+e—3t/2e/ e p o35/2 (%4
Jo 2°

Ou encore, pour u > 1,

In( 2
63/2Xu/e _ 63/2( V(e)) + 32 V(‘E)) 63/2/ o35/2 AW,
0

In u y «
+ 63/2/ () 2635/26(%*7)5 Sgn(\/s(e)) \/5(6)
J0
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Equation cinétique non—homoééne en temps

ETAPE 3: Passer a la limite € — 0.
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ETAPE 3: Passer a la limite ¢ — 0.

, In(2)
63/2Xu/6 _ (3/2(X1 N Vo(e)) + 32 VIE:E)*) . E3/2/ e35/2 AW,
€ 0

u
(e

-In(7)
_~_63/’/2/ ) 2)) 35/26( 2 —7)s Sgn ‘\/(e) ds.
J0
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ETAPE 3: Passer a la limite ¢ — 0.
In(g)
63/2Xu/6 _ (3/2(X1 N Vo(e)) + 32 VIE:E)*) . E3/2/0 e35/2 AW,

In(%) 3 ) o «
+63/2/ C o2l 5195 sgn (VL) Ve[ gs.
J0O

Ainsi,
3/2 , 3/24 /(e) 3/2 e 3s/2
€ Xu/e:YLj+U/ V|n(g)_€/ / es/ dWs,
€ 0

avec Y, — 0 p.s.
e—0
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Equation cinétique non-homogéne en temps

In(%)
12Xy = Yo+ u?PV - 63/2/0 /2 AW,
Ainsi,

u

“(6) In(4)—s
&/2X,e = YE+ VeuV® +/ [u3/2e 2 —63/2e35/2] AW,
0

(e}
ds.

In(%) 3 a+ |n(%)—5
S [ B e 2 ) |
J0

2




Equation cinétique non-homogéne en temps

In(%)
12Xy = Yo+ u?PV - 63/2/0 /2 AW,
Ainsi,

u

“(6) In(4)—s
&/2X,e = YE+ VeuV® +/ [u3/2e 2 —63/2e35/2] AW,
0

o

)—s )
ds.

In(%) I5 a+ n(
_ B / B o2t s !
Jo 2

Rl

sgn(VS(e)) Vs(e)

Donc,

|“(g) In(4)—s
X, = Z5 + / [u3/2e 2 - 63/2e35/2] dw; .
0

2:63/2M|n(%)



Equation cinétique non-homogéne en temps

u

In(¢)
2 X, = Yo+ V{0 - 63/2/ /2 AW,
€ 0

Ainsi,
u
A In(¥)—s

) |:U3/2€ S _63/2635/2:| AW,

In(
X, pe = Y+ euV® +/
0

‘In(%) 3 a+ |n<%)*5
J0

o

V| gs.

Donc,

|“(g) In(4)—s
X, = Z5 + / [u3/2e 2 - 63/2e35/2] dw; .
0

Représentation de DDS:

63/2)<U/E é ZE +6(U76)3 .




nétique homo, en temps

Equation cinétique non-homogéne en temps

Merci pour votre attention !
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