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Soit (Bt)t≥0 un mouvement Brownien indépendant de deux v.a.
(X0,V0). On considère le système:

Vt = V0 + Bt −
β

2

∫ t

0
F (Vs) ds

Xt = X0 +
∫ t

0
Vs ds,

(1)

où β > 0.

Le potentiel F est de la forme

F = −ϑ
′

ϑ
,

où ϑ ∈ C 2(R, (0,+∞)) est une fonction paire t.q.

lim
|v |→∞

|v |ϑ(v) = 1.
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Théorème

Soient β > 0 et (Vt ,Xt)t≥0 une solution. Alors, lorsque ε tend
vers 0,

i) Si β > 5, (
√
εXt/ε)t≥0

f.d
=⇒ (σβBt)t≥0.

ii) Si β = 5,
(√

ε

log ε
Xt/ε

)
t≥0

f.d
=⇒ (σ5Bt)t≥0.

iii) Si β ∈ (1, 5), ( α
√
εXt/ε)t≥0

f.d
=⇒ (σβS

(α)
t )t≥0, où

α = (β + 1)/3.

iv) Si β = 1, (|ε log ε|3/2 Xt/ε)t≥0
f.d

=⇒ (σ1S
(2/3)
t )t≥0.

v) Si β ∈ (0, 1),

(
√
εVt/ε, ε

3/2Xt/ε)
L

=⇒
(
U

(1−β)
t ,

∫ t

0
U

(1−β)
s ds

)
t≥0

.
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(S
(α)
t )t≥0: processus symétrique stable de paramètre α ∈ (0, 2)

t.q. E
[
exp(iuS

(α)
t )

]
= exp(−t |u|α).

(U
(δ)
t )t≥0: processus symétrique de Bessel de dimension

δ ∈ (0, 1).
Et

σ2
β = 8cβ

∫ +∞

0
ϑ−β(v)

[∫ +∞

v
uϑβ(u) du

]2

dv si β > 5,

σ2
5 =

4c5
27

,

σαβ =
31−2α2α−1cβπ

Γ(α)2 sin(πα/2)
, avec α = (β + 1)/3, si β ∈ (1, 5),

σ
2/3
1 =

22/33−5/6π

Γ(2/3)2 .
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Lemme
Il suffit de démontrer le théorème pour X0 = V0 = 0 p.s.

Démonstration:
étape 1: Trouver une solution commençant en (0, 0).
τ := inf{t ≥ 0,Vt = 0} < +∞ p.s.
(V̂t , X̂t)t≥0 := (Vτ+t − Vτ ,Xτ+t − Xτ )t≥0, indépendant de τ
Donc, (

v (β)
ε X̂t/ε

)
t≥0

f.d
=⇒

(
X

(β)
t

)
t≥0

.
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étape 2: Pour tout t ≥ 0, v (β)
ε

∣∣∣Xt/ε − X̂t/ε

∣∣∣ P−→ 0.

∣∣∣Xt/ε − X̂t/ε

∣∣∣ ≤ D1 + D2,ε
t ,

où D1 = |X0|+
∫ 2τ

0
|Vs | ds et D2,ε

t = 1{ t
ε
>τ}

∫ t/ε

t/ε−τ

∣∣∣V̂s

∣∣∣ ds.
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M.q. v (β)
ε D2,ε

t
P−→ 0, lorsque ε→ 0.

D2,ε
t = 1{ t

ε
>τ}

∫ t/ε

t/ε−τ

∣∣∣V̂s

∣∣∣ ds
E
[
v (β)
ε D2,ε

t |Fτ
]

=

v (β)
ε 1{ t

ε
>τ}

∫ t/ε

t/ε−τ
E
[∣∣∣V̂u

∣∣∣] du
≤ v (β)

ε 1{ t
ε
>τ}c

∫ t/ε

t/ε−τ
(1 + u)1/(β+1) du

≤ (1{ t
ε
>τ}cτ)(ε+ t)1/(β+1)v (β)

ε ε−1/(β+1).

étape 3: Conclusion: (v (β)
ε Xt/ε)t≥0

f.d
=⇒ (X (β)

t )t≥0.
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Démonstration du théorème: M.q. (
√
εXt/ε)t≥0

f.d
=⇒ (σβBt)t≥0

X0 = V0 = 0

(Vt)t≥0 est récurrent positif, de probabilité invariante

µβ(dv) = cβ(ϑ(v))β dv ,

avec c−1
β =

∫
R ϑ

β(v) dv < +∞.

g : v 7→ 2
∫ v

0
ϑ−β(x)

∫ +∞

x
uϑβ(u) du dx est impaire et satisfait

g ′′(v)− βF (v)g ′(v) = −2v .
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M.q.

(
√
εVt/ε, ε

3/2Xt/ε)
L

=⇒
(

U(1−β)
t ,

∫ t

0
U(1−β)

s ds
)

t≥0
.

étape 1: Il suffit de m.q. (
√
εVt/ε)t≥0

L
=⇒ (U(1−β)

t )t≥0
pour V0 = 0.

X étape 1a: Il suffit de m.q. (
√
εVt/ε)t≥0

L
=⇒ (U

(1−β)
t )t≥0.

X étape 1b: Pour tout T > 0,
δεT :=

√
ε sup

[0,T ]

∣∣∣Vt/ε − V̂t/ε

∣∣∣ P−→ 0.
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étape 2: M.q. (
√
εVt/ε)t≥0

L
=⇒ (U(1−β)

t )t≥0, quand
V0 = 0.

δ = 1− β  Āt  τ̄t  U
(1−β)
t := sgn(Wτ̄t ) |Wτ̄t |

1/(2−δ)

(Donati-Roynette-Vallois-Yor)

aε = ε
β+1

2  Aεt  τ εt  V ε
t := h−1

(
Wτεt

aε

)
Or, (

√
εV ε

t )t≥0
L
= (
√
εVt/ε)t≥0.

Donc, il suffit de m.q. (
√
εV ε

t )t≥0
L

=⇒ (U
(1−β)
t )t≥0,

ou encore, pour tout T ≥ 0, sup
[0,T ]

∣∣∣√εV ε
t − U

(1−β)
t

∣∣∣ P−→ 0, quand

ε→ 0.

10 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’équations et résultats
Preuve du théorème pour β > 5
Idées de preuve du théorème pour β ∈ (0, 1)
Idées de preuve du théorème pour β ∈ (1, 5)

étape 2: M.q. (
√
εVt/ε)t≥0

L
=⇒ (U(1−β)

t )t≥0, quand
V0 = 0.

δ = 1− β
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δ = 1− β  Āt  τ̄t  U
(1−β)
t := sgn(Wτ̄t ) |Wτ̄t |

1/(2−δ)

(Donati-Roynette-Vallois-Yor)

aε = ε
β+1

2  Aεt

 τ εt  V ε
t := h−1

(
Wτεt

aε

)
Or, (

√
εV ε

t )t≥0
L
= (
√
εVt/ε)t≥0.

Donc, il suffit de m.q. (
√
εV ε

t )t≥0
L

=⇒ (U
(1−β)
t )t≥0,

ou encore, pour tout T ≥ 0, sup
[0,T ]

∣∣∣√εV ε
t − U

(1−β)
t

∣∣∣ P−→ 0, quand

ε→ 0.

10 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’équations et résultats
Preuve du théorème pour β > 5
Idées de preuve du théorème pour β ∈ (0, 1)
Idées de preuve du théorème pour β ∈ (1, 5)

étape 2: M.q. (
√
εVt/ε)t≥0

L
=⇒ (U(1−β)

t )t≥0, quand
V0 = 0.

δ = 1− β  Āt  τ̄t  U
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M.q. ( α
√
εXt/ε)t≥0

f.d
=⇒ (σβS

(α)
t )t≥0.

On se ramène à X0 = V0 = 0 p.s.

K η
t :=

∫ t

0
sgn(Ws) |Ws |1/α−2 1|Ws |≥η ds −→η→0

Kt p.s.

S
(α)
t := σ−1

β (β + 1)1/α−2c
1/α
β Kτt est un processus symétrique

α-stable, où (τt) est l’inverse du temps local en 0 de (Wt)t≥0
(Biane-Yor).

aε  Aεt  τ εt  Hε
t :=

1
a2
ε

∫ t

0
φ

(
Ws

aε

)
ds  X ε

t := Hε
τεt

Or, (Xt/ε)t≥0
L
= (X ε

t )t≥0.
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Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’equations et résultats
Preuve du théorème

Soit (Bt)t≥0 un mouvement Brownien indépendant de deux v.a.
(X0,V0). On considère le système: Vt = V0 + Bt −

β

2

∫ t

0

sgn(Vs) |Vs |α

sγ
ds,

Xt = X0 +
∫ t

0
Vs ds,

(2)

où α, γ, ρ ∈ R.

Theorème
Pour β > 0, α ≥ 0, et γ ∈ R t.q. 2γ − (α + 1) > 0. Soit
(Vt ,Xt)t≥0 une solution. Alors, lorsque ε tend vers 0,

(ε3/2Xt/ε)t≥1
f.d

=⇒ (βt3/3)t≥1,

où (βt)t≥0 est un mB.
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Changement de temps exponentiel

Changement de temps: φe : t 7→ et .
Renormalisation: Φe(ω) : s 7→ ωes

es/2
, pour ω ∈ Ω.

On définit V (e) := Φe(V ) et X (e)
t :=

∫ t

0
V

(e)
s ds.

Alors,

dV (e)
s = dWs −

V
(e)
s

2
ds − β

2
e(α+1

2 −γ)s sgn(V
(e)
s )

∣∣∣V (e)
s

∣∣∣α ds, (3)

où (Wt)t≥0 est un mB.
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Preuve du théorème

Démonstration du théorème:
étape 1: Ecrire (Xt)t≥0 comme fonction de (X (e)

t )t≥0.

X
(e)
t =

∫ t

0
V

(e)
s ds = Xete

−3t/2 − X1 +
3
2

∫ t

0
Xeue

−3u/2 du.

Posons G : t 7→
∫ t

0
Xeue

−3u/2 du,

G ′(t) +
3
2
G (t) = X

(e)
t + X1, G (0) = 0.

Solution:

G : t 7→ e−3t/2
∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds +

2
3
X1(1− e−3t/2).

Ainsi, pour tout t ≥ 0,

Xete
−3t/2 = X

(e)
t − 3

2
e−3t/2

∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds + X1e

−3t/2.

14 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’equations et résultats
Preuve du théorème

Démonstration du théorème:
étape 1: Ecrire (Xt)t≥0 comme fonction de (X (e)

t )t≥0.

X
(e)
t =

∫ t

0
V

(e)
s ds = Xete

−3t/2 − X1 +
3
2

∫ t

0
Xeue

−3u/2 du.

Posons G : t 7→
∫ t

0
Xeue

−3u/2 du,

G ′(t) +
3
2
G (t) = X

(e)
t + X1, G (0) = 0.

Solution:

G : t 7→ e−3t/2
∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds +

2
3
X1(1− e−3t/2).

Ainsi, pour tout t ≥ 0,

Xete
−3t/2 = X

(e)
t − 3

2
e−3t/2

∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds + X1e

−3t/2.

14 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’equations et résultats
Preuve du théorème

Démonstration du théorème:
étape 1: Ecrire (Xt)t≥0 comme fonction de (X (e)

t )t≥0.

X
(e)
t =

∫ t

0
V

(e)
s ds = Xete

−3t/2 − X1 +
3
2

∫ t

0
Xeue

−3u/2 du.

Posons G : t 7→
∫ t

0
Xeue

−3u/2 du,

G ′(t) +
3
2
G (t) = X

(e)
t + X1, G (0) = 0.

Solution:

G : t 7→ e−3t/2
∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds +

2
3
X1(1− e−3t/2).

Ainsi, pour tout t ≥ 0,

Xete
−3t/2 = X

(e)
t − 3

2
e−3t/2

∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds + X1e

−3t/2.

14 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’equations et résultats
Preuve du théorème

Démonstration du théorème:
étape 1: Ecrire (Xt)t≥0 comme fonction de (X (e)

t )t≥0.

X
(e)
t =

∫ t

0
V

(e)
s ds = Xete

−3t/2 − X1 +
3
2

∫ t

0
Xeue

−3u/2 du.

Posons G : t 7→
∫ t

0
Xeue

−3u/2 du,

G ′(t) +
3
2
G (t) = X

(e)
t + X1, G (0) = 0.

Solution:

G : t 7→ e−3t/2
∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds +

2
3
X1(1− e−3t/2).

Ainsi, pour tout t ≥ 0,

Xete
−3t/2 = X

(e)
t − 3

2
e−3t/2

∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds + X1e

−3t/2.

14 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’equations et résultats
Preuve du théorème

Démonstration du théorème:
étape 1: Ecrire (Xt)t≥0 comme fonction de (X (e)

t )t≥0.

X
(e)
t =

∫ t

0
V

(e)
s ds = Xete

−3t/2 − X1 +
3
2

∫ t

0
Xeue

−3u/2 du.

Posons G : t 7→
∫ t

0
Xeue

−3u/2 du,

G ′(t) +
3
2
G (t) = X

(e)
t + X1, G (0) = 0.

Solution:

G : t 7→ e−3t/2
∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds +

2
3
X1(1− e−3t/2).

Ainsi, pour tout t ≥ 0,

Xete
−3t/2 = X

(e)
t − 3

2
e−3t/2

∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds + X1e

−3t/2.

14 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’equations et résultats
Preuve du théorème

Démonstration du théorème:
étape 1: Ecrire (Xt)t≥0 comme fonction de (X (e)

t )t≥0.

X
(e)
t =

∫ t

0
V

(e)
s ds = Xete

−3t/2 − X1 +
3
2

∫ t

0
Xeue

−3u/2 du.

Posons G : t 7→
∫ t

0
Xeue

−3u/2 du,

G ′(t) +
3
2
G (t) = X

(e)
t + X1, G (0) = 0.

Solution:

G : t 7→ e−3t/2
∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds +

2
3
X1(1− e−3t/2).

Ainsi, pour tout t ≥ 0,

Xete
−3t/2 = X

(e)
t − 3

2
e−3t/2

∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds + X1e

−3t/2.

14 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’equations et résultats
Preuve du théorème

Démonstration du théorème:
étape 1: Ecrire (Xt)t≥0 comme fonction de (X (e)

t )t≥0.

X
(e)
t =

∫ t

0
V

(e)
s ds = Xete

−3t/2 − X1 +
3
2

∫ t

0
Xeue

−3u/2 du.

Posons G : t 7→
∫ t

0
Xeue

−3u/2 du,

G ′(t) +
3
2
G (t) = X

(e)
t + X1, G (0) = 0.

Solution:

G : t 7→ e−3t/2
∫ t

0
X

(e)
s e3s/2 ds +

2
3
X1(1− e−3t/2).

Ainsi, pour tout t ≥ 0,

Xet/εe
−3t/2ε = X

(e)
t/ε −

3
2ε

e−3t/2ε
∫ t

0
X

(e)
u/εe

3u/2ε du + X1e
−3t/2ε.

14 / 21



Equation cinétique homogène en temps
Equation cinétique non-homogène en temps

Système d’equations et résultats
Preuve du théorème

étape 2: Étude du terme central.

3
2ε

e−3t/2ε
∫ t

0
X

(e)
u/εe

3u/2ε du = X
(e)
t/ε −

1
ε
e−3t/2ε

∫ t

0
V

(e)
s/ε e

3s/2ε ds.

Donc,

Xet/εe
−3t/2ε = e−3t/2ε

∫ t/ε

0
V

(e)
s e3s/2 ds + X1e

−3t/2ε.

Ou encore, pour u ≥ 1,

ε
3
2Xu/ε = ε

3
2

∫ ln(u/ε)

0
V

(e)
s e3s/2 ds + ε

3
2X1.
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Simulations pour t = 7 et ε = 10−4

Ṽ (e) est un Ornstein Ulhenbeck
Ut := −

∫ t

0

β

2
e−(t−s)/2e(α+1

2 −γ)s sgn(V
(e)
s )

∣∣∣V (e)
s

∣∣∣α ds
Figure: Histogramme de
ε3/2Xt/ε ≈
ε3/2

∫ log(t/ε)

0 Ṽ
(e)
s e3s/2 du et

superposition avec N (0, t3/3).

Figure: Histogramme de
ε3/2Xt/ε ≈
ε3/2

∫ log(t/ε)

0 (Ṽ
(e)
s + Us)e3s/2 du

et superposition avec
N (0, t3/3).
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Formule d’Itô:

V
(e)
t/ε e

3t/2ε = V
(e)
0 +

∫ t/ε

0
V

(e)
s e3s/2 ds

+

∫ t/ε

0
e3s/2 dWs −

∫ t/ε

0

β

2
e3s/2e(α+1

2 −γ)s sgn(V
(e)
s )

∣∣∣V (e)
s

∣∣∣α ds.

D’où,

Xet/εe
−3t/2ε = e−3t/2ε(X1 − V

(e)
0 ) + V

(e)
t/ε − e−3t/2ε

∫ t/ε

0
e3s/2 dWs

+ e−3t/2ε
∫ t/ε

0

β

2
e3s/2e(α+1

2 −γ)s sgn(V
(e)
s )

∣∣∣V (e)
s

∣∣∣α ds.
Ou encore, pour u ≥ 1,

ε3/2Xu/ε = ε3/2(X1 − V
(e)
0 ) + u3/2V

(e)
ln( u

ε
) − ε

3/2
∫ ln( u

ε
)

0
e3s/2 dWs

+ ε3/2
∫ ln( u

ε
)

0

β

2
e3s/2e(α+1

2 −γ)s sgn(V
(e)
s )

∣∣∣V (e)
s

∣∣∣α ds.
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étape 3: Passer à la limite ε→ 0.

ε3/2Xu/ε = ε3/2(X1 − V
(e)
0 ) + u3/2V

(e)
ln( u

ε
) − ε

3/2
∫ ln( u

ε
)

0
e3s/2 dWs

+ ε3/2
∫ ln( u

ε
)

0

β

2
e3s/2e(α+1

2 −γ)s sgn(V
(e)
s )

∣∣∣V (e)
s

∣∣∣α ds.
Ainsi,

ε3/2Xu/ε = Y ε
u + u3/2V

(e)
ln( u

ε
) − ε

3/2
∫ ln( u

ε
)

0
e3s/2 dWs ,

avec Y ε
u −→
ε→0

0 p.s.
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ε3/2Xu/ε = Y ε
u + u3/2V

(e)
ln( u

ε
) − ε

3/2
∫ ln( u

ε
)

0
e3s/2 dWs .

Ainsi,

ε3/2Xu/ε = Y ε
u +
√
εuV

(e)
0 +

∫ ln( u
ε

)

0

[
u3/2e−

ln( uε )−s

2 − ε3/2e3s/2
]
dWs

− u3/2
∫ ln( u

ε
)

0

β

2
e(α+1

2 −γ)se−
ln( uε )−s

2 sgn(V
(e)
s )

∣∣∣V (e)
s

∣∣∣α ds.
Donc,

ε3/2Xu/ε = Z εu +

∫ ln( u
ε

)

0

[
u3/2e−

ln( uε )−s

2 − ε3/2e3s/2
]
dWs︸ ︷︷ ︸

:=ε3/2Mln( uε )

.

Représentation de DDS:

ε3/2Xu/ε
L
= Z εu︸︷︷︸

↪→0 p.s.

+β (u−ε)3
3
.
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Merci pour votre attention !
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